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Einige Fragen der Theorie der Gleichverteilung.
Von Johann Cigler, Wien.,

Die folgenden Bemerkungen bilden eine sehr unvollst&ndige und
einselitige Skilzze elniger Aspekte der Theorie der Gleichverteillung.
Der Hauptzweck besteht darin, einige wohlgekannte Satze von eilinem
neuen Gesichtspunkt aus zu behandeln und auf eine Reihe von Unter-
suchungen hinzuweisen, die flir die Theorie der Gleichverteilung von
Interesse sein konnten. Die meisten Resultate. liber die 1ich sprechen
werde, sind wohlbekannt, wenn auch manche Ublicherwelse anders for-
muliert und bewiesen werden. Definitionen und S&tze, die in [1] vor-
kommen, werden als bekannt vorausgesetzt. Auf Arbeiten, die bereits

in [1] zitiert sind, wird nicht ausdriicklich hingewiesen.

T. Bezeichnungen:

N =1{1,2,3,0:0} = Menge der natlrlichen Zahlen in der diskreten
Topologle.
c(s) = Algebra aller beschrénkten stetigen komplex-wertigen Funk-

tionen f auf einem Hausdorff-Raum S mit der Norm |f|| = sup |f(s)
SEDS

<

Cr(S) = Menge aller reellen Funktionen in C(S).
C+(S) = Menge aller nicht-negativen Funktionen in C(S).
K: Menge der komplexen Zahlen. Ist z & K, dann bedeute z die konju-

glertkomplexe Zahl zu z.

A(S) heisst C-Teilalgebra von C(S), wenn

f.sf,¢ A(S)==ef +f, und f1f2éA(S)

re A(S), )& Ke=3:Afe A(S)

16 A(S): f&A(S)==2f € A(S)

£]] = sup |£(s)]
geS
£ & A(s), ||fn-f| =50 =3f € A(S) .
Fin kompakter Hausdorff-Raum X, in dem ein stetiges Bild ¢(N) von N

dicht liegt, heisst eilne Kompaktifizierung von N.
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¢(N) ist die menge aller beschrinkten komplex-wertigen Funktionen

£ = {f(n)} auf N. Ist £ = {f(n)} dann sei Tf = {f(n+1)}.
Fine C-Teilalgebra A(N) von C(N) heisst invariant, wenn mit fe& A(N)

auch Tfe A(N) gilt.
C(N) ist 1invariant.

M(X) bedeute die Menge aller komplex-wertigen regularen Masse u auf

einem kompakten Raum X, also die Menge aller beschrankten stetigen

Funktionale u auf C(X).

+
M (
aller Masse uw& M(X) mit p(f)> 0 flir £> 0 und u(1)=1.

Flir jedes x & X bedeute Ex(f) das im Punkt x konzentrierte Mass, fur

das also Exﬁf) = f(x) flir jedes fe& C(X) gilt.
Fin Mass u ist konzentriert auf einer Menge E, wenn flr Jede Borel-

X) bedeute die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmasse, d.h. die Menge

Menge A gilt uw(A)=u(AnE).

., = Torusgruppe = Cruppe der reellen Zahlen mod 1, reprasentiert

durch das Intervall [0,1), bei dem die Endpunkte identifiziert

werden.

?{k = k-=dimensionale Torusgruppe.

|

II. Hilfss&tze aus der Theorie der kommutativen Banach-Algebren

Jede C-=Teilalgebra A(N) von C(N) ist isometrisch lsomorph zur
Algebra C(X) aller stetigen komplex-wertigen Funktionen auf elnem
kompakten Hausdorff-Raum X, in dem eln stetiges Bild ¢(N) von N dicht
liegt. Ist umgekehrt X eine Kompaktifizierung von N, dann 1st die
Algebra C(X) isometrisch isomorph zu einer C~Teilalgebra A(N) von

c(N). Dieser Isomorphismus wird durch die Zuordnung

f(x)e C(X) e—>f(¢(n))e A(N), f(4(n)) = £(n),
gegebens
Die TFunktion f(x) ist die stetige Fortsetzung von f(¢(n)) auf X.

Die Kompaktifizierung von N, die der Algebra C(N) selbst entspricht,

A c e
werde mit Q bezeichnet.  heisst Stone -~ Cech -~ Kompaktifizilierung von

N. Es ist C(N) o~ C(R). Jede Kompaktifizierung X von N 1st als
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stetiges Bild von Q darstellbar. Rein mengentheoretisch ist @
isomorph zur Menge aller Ultrafilter auf N.

Jedem f& C(N) ist umkehrbar eindeutlig elne stetlge Funktion
f“f(w) C() zugeordnet, so dass flir n«N f(n) = p{n) gilt.
Fir w¢N und jedes f& C (N) gilt 1lim f(n) < f( ) < 1lim f(n).

1->-e° 1>

Literatur: [2], [3] N [:Lt:l o

III. Der Problemkreis der Theorie der Gleichverteilung.

Die Theorie der Gleichverteilung kann aufgefasst werden als die
explizite und konkrete Realisierung der Isomorphismen zwlschen den
C-Teilalgebren A(N) von C(N) und den entsprechenden Algebren C(X).
Das Hauptinteresse liegt dabei an der Zuordnung der elnander ent-
sprechenden linearen Funktionale.

Die beschrinkten linearen Funktionale auf C(X) sind genau die Masse
ueM(X). Die beschrénkten linearen Funktionale L auf A(N) werden
durch Limitierungsverfahren gegeben. Der wichtigste Fall ist der, wo
elin Matrix-Limitierungsverfahren.Gﬂ= (ank) zugrunde liegt. Es 1st

dann

L(f) = 1im ) a_ f(k),

n+>« k o
wobei sowohl jedes einzelne ) ankf(k) als auch der Grenzwert fur
k=1
jedes f& A(N) exstieren sollen.
Nun definiert 2 ankf(k) = z a1 f(o(k)) = un(f)

k=1

eln Mass un@&M(X), das auf der Menge ¢(N) konzentriert 1ist.

Die Theorie der Gleichverteilung beschaftigt sich also vor allem
mit dem Grenzverhalten von Folgen von Massen auf X, die auf einer
abzihlbaren Menge ¢(N) konzentriert sind.

Eine Folge von Massen ho & M(X) konverglert genau dann (1n der ﬁ%u
Topologie) gegen ein Mass U, wenn u (f)-* u(f) fiir jedes fg;C(X)

gllt o
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Die bedeutung der kompakten Raume fir die Theorie der Gleichver-
tellung beruht wesentlich darauf, dass die Menge aller Wahrschein-
lichkeitsmasse kompakt 1st.

Alle Fragen der Theorie der Gleichverteilung konnen in dem dargelegten
allgemelinen Rahmen behandelt werden. Im Folgenden wird auf einige
Spezialfalle n&her eingegangen, die entweder zur Vertiefung des
Verstandnisses dienen oder Ansatzpunkte flur weitere Untersuchungen

seln konnten.

Lit.: E1] ° [:5:[ ¢

IV. Die Einpunkt-Kompaktifizierung

Sei1 X die Einpunkt-Kompaktifizierung von N mit dem Punkt <.
C(X) ist dann isomorph mit der C=Teilalgebra Am(N) aller Funktionen

feC(N), fir die 1lim f(n) existiert. Dieser Isomorphismus wird ge-
T ~>o0

geben durch die Zuordnung
f = f(n)g A (N)€e—pf = £(x) e C(X)
mit f(¢(n) = £f(N) , neN

f(o) = 1im f(n).

N>
Wir nehmen im Folgenden ¢(n) = n an,

Wir interessieren uns flir die Frage: Welche Limitierungsverfahren
( nk

° ?"?7, /
Matrizen “i= (a

) definieren das Funktional €_ auf X? M.a.W. Flir welche

nk) g1lt

N

lim ) ankf(k) = €_ (f) = £f(») = 1lim f(n).
n>«< k >

Das 1st aber genau die Frage, welche limitierungsverfahren permanent

sind, d.h. Jeder konvergenten Folge ihren Grenzwert ~-uordnen.

Die Antwort ist durch den wohlbekannten Satz von Toeplitz gegeben:
IVe1. Notwendig und hinreichend fir die Permanenz von il ist

)| < OO
(1) S;P k ankl
(2) 1lim a_ . = 0

I
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|

(3) lim E a. 1,

n e nk

Der Bewels verlauft genau so, wie der Ubliche funktionalanalytische.
Nur 1st hier die Terminologle masstheoretisch. Wir skizzieren nur den
notwendigen Teil:

Fiir jedes f €C(X) existiert u (f) =) a  f(k) = 1lim ) a 1 (k)
n x DK N+o k<N

==3(Banach~Steinhaus) "u " = sup ! (;) = z Ia |<:M.
n Ifl.f,1 n K nk

Fir jedes f& C(X) gilt un(f)"+ e_ (f) ==

sup u || = sup I fa | <=

n g k

f o= 1wy (1)>e, (1) = wﬁag a . > 1.
ff = s O"m—aﬁa ")'Oa

" dieses Satzes:

"Gleichvertelilungstheoretische Interpretation
Die Menge der natlrlichen Zahlen ist bezliglich jedes permanenten
Summationsverfahrens in X em—gleichverteilto

Mehrere welitere Fragen der Theorie der Limitierungsverfahren konnen

unter ahnlichen Gesichtspunkten betrachtet werden.

Lit.: [6],[7]

V., Klassische Definition der Gleichverteilung

Die uUbliche Definition der Gleichverteilung bekommt man, wenn
man von einer Folge ¢(n) ausgeht, die in einem kompakten Hausdcrff-
Raum S liegt. Als Kompaktifizierung von N wahle man 1n diesem Fall
die kleinste abgeschlossene Teilmenge X von S, die all Punkte ¢(n)
enthalt.

Da das der iibliche Gesichtspunkt i1st, wollen wir nicht naher darauf

eingehen.

Lit.: [1],]8].
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VI Die Stone - C\;( ech - Kompaktifizierung

Die Stone - 8ech - Kompaktifizierung Q entspricht der Algebra
A(N) = C(N), Jedes f& C(N) kann zu einer eindeutig bestimmten stetigen

Funktion f auf  erweitert werden.

Jedes beschrankte lineare Funktional auf C(N) definiert ein Mass u auf
Q ., Ein Matrix-Limitierungsverfahren liefert genau dann ein Mass auf

Q o dohe 1l1im 2 a  f(k) ex. fir jedes f& C(N), wenn
nk
n>e k

(1) e L le | <=

(2) sSuUp a, eX.

nk

nk k

Ia = 0o,

k
)
k
(3) lim 2 a - 8 €Xo
k
E nkuak

Der Beweis verl#uft genau so wie bel der Einpunkt-Kompaktifizierung

und kann daher weggelassen werden.

Ist jedes u , definiert durch un(f) = E a . f(k), ein Wahrschein=

n " nk
lichkeitsmass, dann folgt, dass ): a_ = lim ): a ., = 1 gilt d.h.
k K n kK nk
dass U = 1im u ebenfalls auf N konzentriert ist.

n
Die Matrix-Limitierungsverfahren liefern daher keine nicht-trivialen

Masse u auf Q. Auf Q kann daher keine im {iblichen Sinne verninftige

Theorie der Gleichverteilung betrieben werden.

Lit.: [6].

VII. Banach-Limiten und Fast-Konvergenz

Unter einem Banach-Limes versteht man eiln Wahrscheinlichkeilts-

mass u auf Q@ , das invariant beziliglich T 1ist:
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Es gilt dann fiir feC (Q): limf(n) < u(f) < Tim £(n).

Insbesondere ist u(n) = 0, ne N,

Die Menge aller Banach-=Limiten werde mit M’I‘ bezeichet. Se1 BT der

Teilraum von C(), auf dem alle Banach-Limiten iibereinstimmen. Der

gemeinsame Wert werde mit L(f) bezeichnet.

VII.1. Die Funktion f liegt genau dann in Py Wenn fir Jedes we

() lim = ] T £(w) = L(f)
N0 n<N

existiert, wobei L(f) unabhingig von w ist.,

Bew.: Hinr. Sei ue MT und (%) erfiillt.

; , 1 - : * -
e w(f) = lim [ (g I 1% £(w)) au(w) =[ (Lim = ) T £(w))du(w)
N> () n<N €2 N n<N

= f L(}) du(w) = L(;)w
{2

d.h, u(f) ist unabhéngig von u« MT ==z T & B_,

Notw, Sie f& BT und Wy Q. Dann existiert eine Folge Nn’ so dass

(1) 1im -l-%—- ) ka(wo) = o,
n-—+o° n kf_Nn

Wir ordnen nun jeder Funktion g= C(R) eine Funktion sg ¢ C(Q) zu,

deren Einschrénkung auf N gegeben 1i1st durch

Sé — --11\-]_--' z T g(wo) o
n kf_Nn

Dann ist fiir beliebiges w# Q=N durch u(g) = Sg(w) ein Banach-Limes

definiert. Denn:

é.i 0 “@ﬁsg(n) :_O:ﬂﬁu(é) = Sg(w) 3'0

g = 1 =z 8g(n) = 1 =>u(1) = 8glw) = 1.
STé(n) ='ﬁl' z TkTé(wO) = ng(n)
n kf_Nn

z=s STg(w) = TSg(w)
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|

sg(w), weil lim (TSg(n) - sg(n)) = 0 ist.

1>

TSg(w) = Sg(w) = u(g)s

Nun ist TSé(w)

u(Tg) = STg(w)

”~,

Ausserdem 1ist u(f) = Sf(w)

o wegen (1)

Nun ist f < BT’ U E’MT =3 ul{p) = L(p) unabhangig von n=>a=L(p)

TN 1im = z Tn p(wo

existiert. Das gilt flr Jedes Wy =

VII.2. Es 1st f« B‘I‘ genau dann, wenn

(%¢)  1lim 1 ) f(n+k) = L(f)
N»>o N n<n

v

gleichm&ssig in k existiert, d.h. wenn die Folge {f(n)} fastkonvergent

18t

Bew.,: Hinr., Sel (%) erflillt,w & Q, €> 0 bel., Es ex. N
fiur alle N> N

ns SO dass

0

|“ﬁ ) f(n+k) - L(f‘)|<€/2
n<N

fir alle k=1,2,3,:.. g1lt. Das kann auch geschrieben werden:

|"'1"\'|f } T £(k) - L(p)]| < £/2.
n<N

Ausserdem gibt es zu Jedem N und vorgegebenem w«  eine naturliche

Zahl k. = kN(w), so dass

A, "l ”~
= I T -5 I TP f(ky)| <€z
n<N n<N

gilt, weil T f flir jedes 1 elne stetige Funktion ist und N dicht in
Q liegt
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Nctwo Sei (%) erfiillt., Dann gilt fiir jedes v M(Q): \)(*1'%' Y TOf)>L(p) .
. 1 . - n <N
Die Folge N Z T f strebt daher schwach gegen L(f) und daher
n<nN
nach dem "mean ergodic theorem" auch stark., == (x).

Lit.: (9], [10],[11],[12]

VIII. Strikte Ergodizitét

Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum mit abz&hlbarer Basis. Eine
stetige Transformation T auf X heisst strikt ergodisch, wenn es nur

ein Wahrscheinlichkeitsmass u auf X gibt , das 1nvariant bezliglich T

ist, d.he [f(Tx)du(x) = [f(x)du(x) fiir alle £z C(X) erfillt.

VIII.1. Folgende Eigenschaften sind &quivalent:
(1) T ist strikt ergodisch

(2) 1im -I%- ) £(T'x) = u(f) existiert fiir jedes f € C(X) und Jjedes
N0 n<nN
X ¢ Xa
o 1 n _ .o
(3) 21lim|| = ) f(Tx) - u(f)|| = 0 flir jedes fe C(X).
N0 n<N

Bew.: (1) ==(2):

Sel v eiln beliebiges Haufungsmass der Folge u., definiert durch

Ni
UN(f) = %T' }: £(T ) , T2C(X). Dann ist v invariant bezliglich T.
n<N
Daraus folgt v = u, d.h. lim L Y £(T'x) = u(f) fiir jedes f& C(X).

N n<N

(1)=(3):
Ang. (3) wdre nicht erflillt. Dann gibt es zu jedem € > O und jedem
N Elemente X mit

) f(Tan)- u(f)| > e

N ,

n<N
: 1 n o s
fiir mindestens ein f ¢ C(X). Sei uN(g) = T ) g(T x,) fir jedes geC(X),
n<NMN

= v(ip) # u(f), v(Tp) = v(f), d.h.

es exlstieren mindestens zwel invariante Masse, was der Voraussetzung

Sei v ein Haufungsmass der Folge u

widerspricht.



(3) =>(2): trivial
(2) =2 (1):

Sei v invariant = v(f) = f@%- Yy £(T'x)) dv(x) =
n<N

= [(lim = I £(T%))av(x) = fuip)dv(x) = u(f)=u =v.
N0 n<N

Literatur: E‘l O:I ) |:1 3], r1 h:] o

IX, Verschiedene Probleme.,

IX.1. Sei A(N) eine separable invariante C-Teilalgebra von C(N),
Dann existiliert eine stetige Transformation T auf der zugehorigen
Kompaktifizierung X derart, dass Tf(x) = f(Tx) fir alle f& C(X) gilt.

Bew, Da A(N) separabel ist, ist X ein kompakter Hausdorff-Raum mit

abzgdhlbarer Basis. Eine Folge xh@aXIkonvergiert genau dann, wenn

f(xn) fiir jJedes f& C(X) konvergiert. In der einen Richtung folgt das

aus der Stetigkeit der Funktionen f. Wenn X nicht konvergiert, dann

exlistieren mindestens zwel verschiedene Haufungspunkte x,y.

Dann wirden aber f(x) und f(y) verschiedene H&ufungspunkte der Folge

f(xn) sein. Das ist ein Widerspruch zur Konvergenz der Folge f(xn)o
Sei ¢(N) das Bild von N, das in X dicht liegt. Wir zetzen

Té(n) = ¢(n+1), n=1,2,3,005

Sei xe€X., Da {¢(n)} dicht in X ist, existiert eine Teilfolge ¢(ni),

die gegen x konvergiert., Dann konvergiert f(¢(ni)) fiir jedes f & C(X),

Da A(N) invariant ist, konvergiert auch Tf(@(ni)) = f(T¢(ni))°

Das bedeutet aber, dass auch die Folge T¢(ni)) konvergiert.

Wir definieren Tx = lim T¢(ni)¢JMan zelgt leicht, dass Tx eindeutig

festgelegt und unabhangig von der Wahl der Folge, die gegen x kon-

vergiert, 1st. Ebenso zeigt man die Stetigkeit von T,

IX.2. Sei A(N) eine invariante C-Teilalgebra vcn C(N), die ganz in

BT liegt. Dann ist die durch IX.1. definierte Transformation T strikt

ergodisch.

Bew, Da A(N)c< B_ gilt, ist flir Jedes fe& A(N)

T



1im = F(TPe(x)) = L(p)
N-—»co n<N

gleichmassig in k. Nun folgt mit demselben Schluss wie in VII.2, dass

lim.-%- Y £(T"x) = L(p)
N—>eo n<N

fiir Jedes x€X gilt. Das bedeutet aber, dass T strikt ergodisch 1ist.

IX.3. Ein Beispiel fiir eine strikt ergodische Transformation 1ist

_ 9 iz 3 ; . n_ i% : oo s o
Tx = x+v auf < , 1irrational. Denn T x = x+n 1st fur Jedes x & -
gleichverteilt, Daraus folgt nach VIII.1(3) schon die gleichméssige

Gleichverteilung.

@"‘ {.r
IX. 4, Die Folge {ng‘*g} kann nicht i1in der Gestalt ng‘lf = Tnx, x@-z

“ 9
o

dargestellt werden, wobel T eine stetige Transformation auf % be-

ap - o 2 :;9 C‘*.q;ﬂ
deutet. Sonst musste mit jeder Folge n. -+ x,. auf % auch

: %s el 1 0
T niﬁ? = (ni+1)21) auf ?5konvergieren, was offenbar nicht der Fall

1st .

Sel1 Jedoch a.uf«u-f--2 die Transformation T durch

¢s
T(;x:1 ,xz) = (x + j X +2x1+1f ) definiert. Dann ist T stetig auf J 2,

und es gilt T (x1,x2) (x +n1f X, +2nx +n22J)@ Also speziell fur

2
r:‘j ,E'}
x1=x2=0 ergibt sich T (0,0) = (n?/,n Man kann direkt beweisen,

dass T strikt ergodisch i1st. Es folgt aber schon daraus, dass

Tn(x1,x2) fur jedes x gleichverteilt ist. Daraus folgt dann wieder

13%2
die gleichmassige Gleichverteilung.

IX.4ba. Ganz analog kann gezeigt werden, dass Jede Folge

—— o o - b’ ® -
d(n) = aonk+a1nk 1+oam+ak mit 1rrat10nalem,ao auf ¢ als Projektion

einer Folge T (x1,a,¢,xk) dargestellt werden kann, wobel T strikt

ergodisch auf%;k 1st s
Lit.: [14],[15].

IX.5. Jede Folge {¢(n)} & X lasst sich als Projektion einer Folge
)
{Tnx},'wobei X in einem kompakten Hausdorff-Raum X liegt, auffassen.

Sel namlich I Xn’ Xn=X, das kartesische Produkt von abzahlbar
n=1
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vielen Exemplaren X mit der {iberlichen Produkt-Topologle.

Sei x = (¢(1), ¢(2)400059(n)gco0s) X

Tx = ($(2), ¢(3)5000,0(n+1),0005)-

1

Dann ist ¢(n) = P1 Tn-- x wobel P‘I die Projektion von I Xn auf X,I

e o s A e A n
bedeutet. Setzt man X = {x, TXg000 ,Tnx,o N}g c«leich dem Abschluss
der Folge {T"x} in § X , dann ist X ein kompakter Hausdorff-Raum,

in dem die Folge {T"x} dicht liegt.

IX.6. Wenn {¢(n)}€X gleichmissig gleichverteilt zum Mass u aul X
ist, dann muss flir Jedes £ €C1 (5&) gelten

lim = § £(T°%) = u($)
N-»oo n<N

fir Jedes X & X, Hiet bedeutet C1 (i) die Menge aller stetigen Funk-

tionen der Gestalt f‘(P.lSE) mit fe&c(X).

Bew. WOrtlich wie 1n VII.Z2.

e

IX.7. Sei {4(n)leine bel. Folge auf % und sei lim ¢(n+k)-¢(n) = O
e . n->oo _
aufq‘ff;;f fiir jedes k=1,2,3,.00 o Dann 1st dle Folge {6(n)} nicht

gleichmdssig gleichverteilt,

A I W] ST IR AP B, B Pl VINEINAN P nn A SOSINEASE T I . ARG

Bew., Seil X = {x,TX,000 ngX,m .} , wobel

Y= (¢(1), ¢(2)5noo’¢(n)ia°°}ﬁnxn9 angg

gilt., Sei o eine bel. Zahl€ <f . Dann gibt es eine Folge ¢)(ni) > 0,

g

Dann i1ist aber auch lim ¢(ni+k) = o flir jedes k=1,2,35000 Mo&cWs X
1
enthdlt den Punkt (0,0,0,000)c

Wenn {¢(n)} gleichmissig gleichverteilt wire, wurde folgen
1 - 1
lim = ) f(a) = [ p(x)dx

N—>o0 N n<N 0

fir alle f & C(%?) , was offenkundig falsch 1st.

o e T
Beispiele: omc9 0 < a <13 a(logn) 4, T>1,

Lit. [16],[17]-
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: n | :
IX.8. Die Folge {a x} ist bei ganzzahligem a> 1 fiir kein x

gleichmassig gleichverteilt,
=~f

o0 Il 00 o o ‘;*' K o o0 » o o Y
Ware {a x} flir ein x& ¥ gleichmédssig gleichverteilt, dann wire nach
l -
. L n _ ] ‘
IX.6 1lim = E f(ax,) = f f(x)dx flir jedes x.& ¥, weil Tx=ax
N O O
N n<N O
oY

eine stetige Transformation auf % darstellt.

Das ist aber fur xo-""—-O sicher falsch.

IX.9. Sel a >1 eine ganz-algebraische Zahl vom Grad k. Wenn die

+Ke1 +K - .
Folge (a K X, a K Z}C,aea ,a'x) in Qk den Punkt (0,0,0..,0) als
Haufungspunkt enthalt, i1st die Folge {a"x} nicht gleichm#ssig gleich-

verteilt.

Bew. Sie ak=h ak-1+a o m.-i-hk,h:..L ganz. Sel T die stetige Transformation

1
auf %k, die durch

/ \ 4 | X,
I‘ X ‘ ‘\ ‘f’ h1h2 0O @ o hk *\ X.] 3
} v
| X 1 O 0c0oo O X
TS o s X
f : ql q : : féi
4 xk ’ H! O O °e° 10 7 ‘,t xk ;“?
« \ / f-
gegeben ist. Dann 1ist
- n+kKe n
Tn(&k 1]{,@@0,3() — (a x,oaa,a X)¢

+K -1 n .o
Hiufungspunkt der Folge (a" L o0e,a"x), wirde nach IX.6 folgen,

dass auch die Folge 'I'n(O,» c0s0) = (0,000,0) gleichverteilt ware,

was einen Widerspruch darstellt.

™ir fast alle x ist die Folge {a™x} nicht gleichméssig

Korollar.
n+k"1,¢ﬁa,anx) gleichverteilt

gleichverteilt, da fur fast alle X &‘;«;‘ (a
in"%?;k ist und daher (O,0..,0) als Haufungspunkt besitzt.

TX.10., Die Menge der x, flir die bel transzendentem a > 1 die Folge

{a"x) gleichmidssig gleichverteilt 1ist, besitzt das Mass Null.
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Bew, Flir fast all x ist die Folge {a x} vollstandig gleichverteilt,

. n, k . .
Die Folge T (X,8X;00048 X, oo) im Produktraum besitzt also den Punkt

(0,44,0) als Hiufungspunkt.
Lit. [18].

X, Weitere Fragestellungen.

Seli G elne beliebige lokalkompakte abelsche Gruppe, ?.' eine Menge
von Charakteren auf G und Cg?(G) die kleinste C=Teilalgebra von C(G)

. 1

die ¥ (EJ enthalt. Die zugehdSrige Kompaktifizierung X . nennt man eine
%w

fastperiodische Kompaktifizierung von G. !

Eine Folge {¢(n)} € G heisst gleichverteilt auf X, , wenn
¥

) 1T N7 .
(5) lim = 2. f(¢(n)) A(F) flir jedes feC(X, ) gilt.
s N }0
< :

Dabel bedeutet )\ das Haar'sche Mass auf X@
Fﬁr den Fall G -— R1, }é}’ —_— {621‘]’11{}(} ’ k--O +1 +2,aa ©o0o0o0 g bekomﬂrt mar dle
ubliche Definition der Glelchvertellung mod 1. Fir den Fall G = Z =

Gruppe der ganzen Zahlen, f% = {e } , r rational, den Gleichver-

teilungsbegriff von I. Niven. Fiir ¢ = 2, ¢(n) = n, ¢ eine beliebige
Menge von Crarakteren, bedeutet (=), dass der Mittelwert M(f) einer
fastperiodischen Funktion f auf Z durch A(%) gegeben ist. Da der Mit-
telwert eindeutig bestimmt ist, liegt Jede fastperiodische Funktion
in BTG.

Man kann nun nach der Menge aller Limitierungsverfahren iragen, die

den Mittelwert einer fastperiodischen Funktion f auf 4 liefern, uswe

Die vorangegangenen S#itze lassen sich zum Grossteil auch auf andere

Gleichverteilungsbegriffe Ubertragen, z.B. bekommt man den Begriff

der C=Gleichverteilung, wenn man statt N die Menge der nichtnegativen

reellen Zahlen nimmt, UusWo

Darauf soll hier nicht ndher elngegangen werden.

.I..’_j;g° E > ] 9 [:,19 ] 9[201 3[21] $ E22] 0
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